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T. WSTED .

Zakdzmy , 2e system skiasdsJacy si¢ 2z n uporzndkows-
nych Tiniowo , poXaczonych ze sobn elementdw ulega awarii
wﬂedy , kiedy psuje sie k kolejgnych elementow . klemento-
wi di=~tem {d1a 7 = I,...,n) odpowlada prawdopodobieiistwo
Dié(”,T) zdarzenia , ze nie ulegnie on awsrii (niezawod-
nnds i-tepo elementu) . Prawdopodobieriistwo zdarzenio , Ze
cysntom nic ulegnie awarii oznaczmy PE (niezawodnoéd syste-
nu) . Miredlony w ten sposdéh system nazwiemy systemem 1i-

1
niowym kX koleojnych sposrdéd n . Togeeie to wprowadzili w

[ 3] n.rochiang 1 5.0 Wiu , ktérazy takie wokaznli Jjego zwin-

zek 7 telekonunikacjq 1 systemem rurocingdw naftowych .
H.Challinger 1 ALA.Galvia zauwaszyli w [4] , 22 system ten
cecalo pojawis sie w ukXadach scalonych . W celu zilustro-

- - - - - ' u P >
wania tego pojy{cla rozwszmy system 2 spodrdéd 4 . Niech Z.=

bt

= T (d1n

e
{

1,2,3,4) oznascza , #c element i-ty pracuje o-

1A¥13A Ki = 0

!

przeciwnie . Wtedy zdarzenie polegajace na

tym , “%e system ulegl awarii moZna opisad przy pomocy nas-

tepujneyeh czwerek (X1,X,,%X4,%,) = (1,£,0,0),(1,0,0,0),(T,
,0,0,7),{0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,7) .

Tilo systeméwdk sposrod nurozwaia si¢ problem dotyczn
cy lakiepo sposobu Inczenia elementdw , by proawdopodobiesi-
stwo awoarii eystemu byto minimslne , przy czym rozpatruje

nie Cwa warianty (w obu dls ustalenia uwagl zaktadomy , e

niezawodnodci elementdw , ktérymi dysponujemy do zbudows-

nin systemu spetnisja warunek pI<D2 ...{b“) - Pierwszy

to problem cingle] optymalizacji odpowiadajqcy sytuacji .

w ktdrej elementy sq_pojedyﬁczo przydzielane do kole jnych

—



'bdﬁ?ﬁj} nyﬂtemu‘; doplero W mbmenc1e uzycin o]emontu an—
_w1adanmy sig czyvq]emcnt jest uﬂzkodzony czy nie . C,
bermanﬂ; G.J.Lleberman i 8.M.Roas udowodnili w [I] , Ze
d1a k=2 optymalny Jjest. nastepujncy sposéb okreslonia upo-
rzadknwnnia elementéw.:

(i) pierwszym elementem , ktdrego uzyjemy Jjest 7T ,

(ii) Jjezeli element (r-XI) , ktdrego uzylismy psuje sie ,
to kole jnym (czyli r-tym) , ktéry przydzielimy do systemu
bedzie element o najwigkszej niezaswodnosci ze wszystkich
poznstatyeh (to znaczy tych , ktére jeszcze nie byty przy-
d?ielane)

(iii) jezeli przeciwnie , element {r-I) pracuje , to kolej—
nym , ktdérego uiyjemy bedzie'element o na,jmniejszej niezs-
wodnndci =z poﬁostalych ..

w dﬁugim warisncie {problem niecingtej optymalizacji,
ktdryﬁ Zéjmujémy si¢ w tej pracy) zaktadamy , Ze elementy
-systemu Taczymy rdwnbéﬁeénie . Wtedy niezawodnos$é systemu
za?e/y od  jego uporzqdkowanla i istoty problemu jest znsle-
zienie spoéréd_wszystklch mozliwych porzgdkdw (permutacji)
systemuffych., ktdre maksyméliZuja wartodd PE . |

W roZdZiale_2_udowadniamy wzory umoziiwiajace obli-

czenie niezswodnosci systema dla dowolnych k i n . W roz-
dziale 3 formulujeﬁy sZczegdlowe zatozenio problemu nie-

cingtej Optymalizacji . Podrozdziat 3.1 dotyczy przypadku
k=2 . Fodajemy w nim permutacje optymalne dlo ngﬁ oraz hi-
poteze Dermana , Liebermsna i Rosss o permutacji optymal-

nej dla @)4 « W podr02631ale 3.2 zajmujemy sje przypadklem

K}z-i podaJemy permutBCJE optymalne dls n=k+T i n—k+2 .

"4; &ormystaJ3c zktw’zrdzen TlL Tonga,[Q] dowod51my faktéw y

:_"lﬁ-' -
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onsekwe he j;

AN

yt ;J{;ésrédsééﬁésbfbhlemu nieciqglej op-
iymilizacii aystendn & sposréd i, ady BT s o tegos
prohlému_dla syétemﬁ&ni_spoérdd Zi", gdzie i>I‘. W roz—
dzinle 4 rozpatruje@y syétemydi spoérdd Ei“i pokazujemy |,

ze dlg =3 istniéje.dokladhie 10 permﬁtacji (to jest 5

Wraz 7 symetrycznym; do nich ) takich_, ze kazda Jjest opty-
malna dla pewnego ukisdu niezewodnosdcl elementdw . Zawarte
w t#m rozdzisle przypuszczenie jest prdba uogdlnienia przy-
padku i=3 . W rozdzistach 2,3 1 4 podsne sn oryginalne re-—
zultaty poza wysowieniem twierdzern 2.2,3.L.14 i 3.1.2 , kté-

rych dowody sn wilssne . Natomiast wystowilicnle i dowdd Twier-
1 ;

-

dzenia 3.2.2 nalezy do Tonga .




fzvaéch_pI,...;pne(Ogl) oznaczajy niezawodnosci kole j-

nych elementéw rozwazanego systemu , q; = I~pi (dla i = T,

_ n h S ..n n
,...,n] s Fk oznocza niezawadnosdé systemu | 4 = InPk . O~

- . . _.n_ - - °,n= _ L] - -'7 -_
czywiscile Qn T Qp oeee gy 1oy 1 P ees"Dy - Obliczenie

niezawodnodci systemu w przypadku , pQy I<k<h umoZliwis

nnatepujace

Twierdzenie 2.1

-

0 dla n<k

(1) QE =4 .q_T"”. .e 'qn- dla n=k

. n-I ' . . _,.n-k~T}Y |
& * P ke T "“hu@:“k ) dlas n)k .

Loaod Dla n<k i n—P wzér (1) jest oczyvlqty . Zaxdzmy
e q)k . Jezell k=1, to |

[I--I - -
Gy T+ pn 194 (1-017%) = I-p,"... Pn-1tP o7, I-T+

+pf.f" anz) = I'"1.31"'-".“1'1 - Q? )

Niech E>I ;-Zdéfiniujmy.nastepujqce zdarzenia :

Aﬁ_" wystqplla awaris przynajmniej k Polegnych elementdw
utemu sposrud I,...,m, |

Ak - zaszlg ;darzenle przeciwneldo Ai_, |

.nk(i)— uieglo swaril przynajmniej k kolejnych elementdw

noczawszy od i-tego ,

it(i)~ Qlement'i—ty pracuje ,

J?{i)f_e}emgpt_i—ty_ulegl_awarii .
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P |  itk-T itk-T.
i, r[A (i) = P[n B =11 g5,
i J=i J=1

U pdy2 vdarzenia t(i),...,t(i+k~I) s3 niczalezne . Zauwsi-

my 4 e

N o= A To(t(Tna, (210 U[tu)na (i+DaKI7TT L
1=2

Zdarzonia A I),t(ﬂnﬁk(?),t(ﬂm’sk(B)nff}{',...,t(n—k)nn {n~
~k+T)n f\':j"k_T an rozinczne , zstem
' n-k
Gy = FA) = FIA (DTt (Das, ()] +_ZP[t(i)nAk(i+Iln
i n-k-I1
nkp = A (D+FIH(Da (2)]+ 2 Tt (Daa, (i+T)n
. i=2

A FL3erlt (0K Ay (0t DnRD 5] = p(A2T) 4t (nok)n

a by (n- k+I)nA” k=17 - QQ"I + PLt(n-K)] Fl A, (n-k+T)] P[
~n-k-=T
AI-; . ]

£3y2 zdarzehiaﬂt(n—k],ﬁy(n—k+l),ng k-1 sn niezalezne . Og-

‘tntecznie otrzymujemy

_ p=T . n-k-I
= Qk-1'+:pnfkqn—k+1 cee g (I Q )

.U\____,‘._,a 2.1° _

W oh11nzonlach QE nieistotne jésf ’ ktéry ze skrajhjéh'éle_
mentdw sys temu uznamy 22 plerwszy . Jesli wigc elementy o
niezawodnoéciach Pyye«ssp, przestewimy w ten sposéb , Ze w

nowym systemie BI=pn,52=pn_I;...,5n=pI , to wartodd Uk nie

~ulegnie. zmiznie .




Dowgg(ihdukcyjny)..Na podstawie (1) otrzymujemy zwigzki

. n~k-I1

(o D @l = ol e o an T e (T

——(“‘ k = n-k- I(P > gf <!
7§ -

Stad

= O -

- -1 . .
(3) Qk = @ 7 * Py Qpk+T °c 9n ¢

Niech n=k+I . Z (I} wynike

k+1 k FET k+%§%+% )
4) 4] = Qo * Prg, ese Qy = q:+ D
J+k-T
"1 ag) .
1=,]
Zatéimy , ze
k = n-k+I Jtk-T
(5) of=[la*+ 2 (ps 7l 1a;) .
| SR dert 2o 9hasg
I'f;Wtedj z (3) i (4) wynika
S . | k n-k+T
: - n+I n., . . -
(6) Qk o Qk+ pn._k+an._k+2"‘ qn+I - [;Z_]IQi+ J%'g(pj_
J+k -1 . k- ntl-k+1
I_"I_ q; )+pn-k+an-k+2 **c Gpay © qu+ - (pj—I
: 1=T J=2
J+k I a
(l )

_Na_podstawie (4),(5),(6) i zssady indukcji otrzymujemy (:

‘¥iniosek 2oL

~Rozwazmy dwa systemy. :

k=sposr6d n oraz k epoéréd (H*T :



dla n=k

qn{I—QE_k‘I' dla Q}k ,

Ph-k9n-k+T *°°

ZAWAZEe WIQC
n n-I>
- O .
W Ty

Wniosck 2

W N
Qper < U

Dowid. Jezell zaszto zdsrzenie Ayt » to tym bardziej zasz-

1
k

o AE . Wnioskujemy stad , ze Aﬂ}r.c ATV LA poniewsz AE $
# AC (zdarzenie polegajnce na tym , Ze dokzadnie k kolej~

nych elementdéw systemu ulego wawserii zawiers sie w A
. T . n ) .
nin zZawliers sig¢ w Ak+I) y przeto otrzymujenmy

f o T S I SEAY o 0
A1) = Qur <}_.(Ak).- = Q-




W Eyﬁf?6dH2?a1e przyjmiemy nastgpujnce zalozenia

}ﬂiech DT’;ifﬁﬁf‘gli) oznaczajs niezsawodnodici elementdw |,
“ktérymi dysponujemy do zbudowsnia syétemunk sposrdéd n". Za-
Xdézmy ; 7e ﬁlfpé<2..<bn - RozwazZmy sytuacjse , gdy n elemen-
téw Fnczymy réwnoczesnie w porzadku , ktdéry okresls permu-~

tnéja M={TM(1),...,M(n)) tak , ze element W(i) znajduje

A
e
-

na i~tym miejscu w systemie . Problem polega ns znale-
zleniu permutacji optymaknej , to znaczy tskiej , ktdrs
maksymalizuje niezawodnodd systemu_Pﬁ(:ninimaljzuje QE) .
Nznaczany njéZQWanoéd systemu odpowisdajncego permutscji T

przes Pg(ﬂj ,(43m= I—Pi(ﬂ) , niezaswodnosdci elementidw przez

F\n-(jr}y"-."pn(ﬁ" ’ qn-(ifl——pﬂ(i) (dla i=I,...,n)

3.7 NIPOTRZA LURMANA , LIEBERMANA T ROSSA .

nozwaamy problem n1e01qgleg OptyﬂalleCJl dla k=2

L
v

leeaell n=2 ; to oble mozllwe permutaCJe 81 Optymalnp -

 ?fw1erdzenie=§$I.I’n _
__:,Féfmutacja ﬂijéat}optymaina dls systemu 2 spodrdd 3"¢q>TT5
""--e{(r 3,2, (2,3, 1)}

 Dow§g;_h1 k—? 1 nrj wzdr (2) przmele postad

o i
C s = qrrtl_)qn(2)*pmx)qrr(2}‘*rr(3) = ane (Gr

*qwm) qrrmqmz)qn(:'») .
__wymka r-t;d

(7

_3[(1 '[':'(1 3. 2)]

3)]"—&?_3 qz(qI q )-—qj(ql .qz) "




2[(I 3 2)] = Qgr(? 3, I)] s @3001,2,5] = QJ(3,2
3[(2 T 3)] = er(a 1,2)] .

Wa podstawie [7),(8) i (9) otrzymujemy , ze jedynymi opty-
mal nymi bérrﬁutéc’jémi dla systemu .2 8posrdd 3" 59 permutacjc

(",3,2) i (2,3,1) .

Twierdzenie 3.1.2

lermutacjs  jest optymslna dls systemu W2 sposréd44" & e
'e{(r,4,3i2)_,(2,3,4,n} .

Dowdd. Podv‘rawgta,nc 1'~2 i n—4 ‘do wzoru (2) otrzymugem_,r

QM) = ‘ln(r)qn(2)+pTr(I]qTr(2)q]T(3) Prre)dme) 9y =

‘*mr)“m?-)«. qma) Yrn P2 Iyl Ty ~Opggy? -

"'-".-;Pomowa7 qI>q2)q3)q4 w1ec ‘mOZna przyjad , ze 44=8 5 Q57

..a'fb" 5 q?—a+b+c ' qI—a+b+c+d : gdz1e a,b,c,d (a+b+c+u)e(0

. Oznoczny 5(T) = qnmqmm 2B = Gpegyapgy 0N =

:_- qut?)qTTfBJ(I q.",(l) qTi’(4J) . Rozwazmy trzy przypadkl :
(]'°) . N . ) | ..

I;ia kazde.J permutacgl sposrdd I =(1,2,3,4) Tr (I 2,4,3)
TI' (?T34)'|T (2143]TT (3412)11‘6-(3421)Tr7

.__*—(4 3, ‘[ 2) Tr =(4,3, 2 I) suma A(MHDB(T) ma te samn wartosdd
:Ua podu

tawze Uwagl 2 I mezawodno.st. systemu jest to sama

) odpowu.ecmlo dla TI"I l TI'8 . ]T ]TG , ]T i ]T7 '|T4 i Tl';-

A.rf'h,\ e% et y
Y porduiiad




LAAE

(ir ] (a+b+c](abb](I—a-b—c-d—a}>(1ﬂ') (a+b+c)a.
o (l 8-~ b—c—u—a—b]
( TT) - r:m” 1=(a+b+c+d)(a+b)( I-a-~b~c-a) ) C(]T4]=(a+b+c+d)'

d(1 p~hH-c~2-~ ~b)

(12) r_:(ﬂ21<c(Tr4) .

(To), (1T) i (12) wyniks , ze wyrazenie C{W} , » wicc i
LJ,';(]T) ject nojmniejsze dla permutacdi ﬂ2 i ]T6 . |
(2°) |
rozwaiajgc {onelogicznie jak w {I®)) permutacje : 9=('!'
,,3) Mo=(1,4,3,2),TTpy= (4,1, 2, 3) o= (1,1,3,2), T 5=(3,2,1,4)

M= (7 o4, I) ﬂ' =(2,3,1,4) “iG {2,3,4,1) otrzymugemy na j-
mn1ndﬂz Q?(U) dla 1TIO i‘nIG
ORI
I‘O“tﬂ;1u3'lc ,]ak wyze.] , sposrdd pozostalych permutscji wy-
bleramy'ﬂ18~(I 3,4, 2) 1TT2? (2,4,3,I) .

porowname teraz wartoscl Q, (Ti' ),QZ(TI'IO) 1Q (]TIB) . Mamy
| 42(11' 2] (a+b+c+d) (a+b+c) +3 (a+b) + (a+b+c) a (I—-a-—b—c—-d—-a—b)
: .":'EQ?(]TIO) (a+b+c+d)a+ (a+b](a+b+c)+a (a+b)(I—a-b—c-—d—a—b-c)
.QZ(TFIS) (a+b+c+d) ( a+b)+a (a+b+c)+(a+b) 8 (I-s-b-c~d-a-b-c) .
Wyniks stnd , e
(13) QAT ) 42(Tr10)~ bd > 0

”_(_m u"(rr,,\-cagmmm (1-3) ¢ (sturcrd) ba > 0 -



 ¢ebﬁrman L'Ross wyraz111 w. [TJ nastﬂpugroe

ﬁotyczqce-permuta:ji”optyma]nﬂg d1a SYot

e iy
e Ly

1[ :pntf‘?a

T.ha 134 pprmutacga1T (I,n 3,...,4 n-1 ?) jest optymalnn

H
prenutacjn systemunz sposrdd n .

Tong podnt w [2] informacjy , 2e F.Hwang 1 B.Grilfith
powindomili go o tym , 2e hipoteza ts okazata si¢ prawdziws
i lwn rlpzale Zn¢ dowody.znajdujq sig w nastepujacych arty-
ku¥aeh vu,D.Z2. i Hwang,F.K.(1585)}0ptimal consecutive 2-
aut-nf-n sysfem;Math,Operat.Res.(Ma sip pojawid w druka)
HQIOH,n,m,(JQSB)optim51 consecutive 2-out-of-n : I component
snduaﬁqihg(Nie opublikowéne)-. Hiestety , nie udaXo mi sig

dotrzed do Zrddet tej informacji .

3.2 TYIERDZENTE TONGA ..

IE

deZlemy zaJmowaL sxe przypadklem P)z .

'_TwierdZéhie 3.2.1
;@Niééhfi>1ﬁi'ﬁz(ﬂlil;;;a{“(k+l]] . Wtedy permutacja 11 jest
:’nptymalna dla systemu k %poarod (kfﬁ'¢$ {ﬂTI) H(P+Iﬂ

{”}

Dowod(a contario). (=) Ze wzoru {(2) otrzymujemy

e k+I . . _ :
BECER (T”‘ qm?m “'-qTr{k)(qmn*pIr(I)q_mkﬂ))




;I(ﬁ¥i)“' Przgpu‘“myi; ze {T(1),T (k+ D)} #{I,2}.; Wtedy zacho-.
| dzi dokiadnle Jjedns 2z trzech mozliwogci : {ﬂTT),ﬂTk+I)}n
a{r.2}=¢ , (D Tl {1,2)= {1} , {TD, T {T,2}=
:{?} . HozwaZmy prazypedki

(n)

Jezell. {HTI) ﬂ(k+1)} {I 2} ¢ to ptzez1T*'oznaczymy permu-~
taejr powstaln 7z | przez zamiang miejscs I z tym , ns kté-
rym znojduje sig I , orez miejsca (k+I)z tym , na ktérym
zna jinje sig 2 . wtedy T¥(T)=I , M¥ (k+I)=2 . Ze wzoru (15}

wynikn , 7Ze

KA T I 7 WA 003
Gy (%) = aa, A (13 977 (e 7y LQTHI =G 745 )

BT ey cc 9w
() = drd; qufqrrm*quﬂ) 4T 0 9T (ke T -

Wtedy h

kT ke Ty L 9w o 9w
Qe () -~ () = 4145 [qlqrr(:n(q?.'qufl))*

‘”’2‘1ka+11(“i:qlr(I))J > 05

: édyi q2>qvlk+l).’ Qi)ﬁw(i) . Zoten T nie Jest optymsina ,
co daje sprzecznosé .

§:D) .

Je el {H(l),ﬂ1k+1j‘n{l,2}={11 sy to ppzez'ﬂ*‘oznaczymy per-
nutacje¢ powstsin z [ przez zamiang miejsca y» No kidrym
znpjduje sig 2 =z i—tym ) gdzie.ie{l k+I} ,1?[1)#1 . wtedj

qmzl R
- -.‘12'

J_(q?“ql) > 0 ’

t "ptymalna ,.co_daje’ sprzecy-

T?'u



- IS5 .~

* _
Ip zel i {Tf(I) 'IT(I’+I)} {I ?} {2} "to przez T[ ‘0ZNBCZYRY per-
- mutncjy powstatq z W przez zemiang miejsca , na ktérym zna j-

_du-jo ale T 2z i-tym , gdzie ie{{,k+I} , T (i)#2 . wtedy

kAT k+1 _Smee) S
f,.fk (ﬂ) "'(r-!k (Tl*) = qI q?(qI q; ) > o,
pdy s qI>qi . Zutem W nie Jest optymelng , Co daje sprzecz-

nogae

No podstswie (a},(b) i (c) wniOSl::_ujemy , 7e {TT(I) ,Tr(k+I]}:
={7,7} |

(&) Niﬂ(h'ﬂ"(’ﬂ'(l),...,W(k+I)) bgdz.le permutacjsy , dla kto-
e {TI'(T) ']T{H'[)} {I ?} . Przypuar_my , ze I nie Jest opty-
malny . Wtedy istnieje optymslna permutacja TT* taks y 2€
T*4T OPFI(TT) D QH-T(TT*] . Z poprzedniej czgdci dowodu
many , Ze {Ti*(_I],TT*(k*-I)}—{I 2} -ale wtedy nu podstav.'le
(15) jest spexnions réwnosd Qk+I(Tl') = QH-I (W*), co daje

: spr'zecznpé(z . Zatem T jest optymslna .

: rrzykzad.jgz.l | | |
INla systemu 3 spodréd 4" optymalnyml s7 permutacje (X,3,4,2),
(1,4,3,2),(2,3,4,1), (2,4,3,1) .

Przykted 3.2.2

Dls systemu 4 spodrdad 5'istnieje 2(5-2)1=12 optymslnych per-
mutacji . sa to : (I,3,4,5,2),(T,3,5,4,2) ,(1,4,3,5,2), (1,4,
5,3,2),(1,5,3,4,2), (1,5,4,3,2), (2,3,4,5, 1),(2,3,5,4,1),(2,4,
351) (24531) (2_5341) (254 3,1 . Ogélnie,dla

qyatemu K spoérod h(k‘*#I-:)", gdz:.e k)l y 1stm.eJe 2(1*-1)! opty—-

- ma 1 ny ch | permutac,}l



-flﬁln

Zoalezienic optymalnych permutscji dla’sys stemu k spo-~

'éféd n“; rdy r§4 i k(an , nie Jjest kafwe . Trudno Jjest pdh
da¢ jokns ogdélna zasade , udowodnid jq (jsk ne przyklsd dls
=2 ) , ¥atwiej wykorzystujnc WZOory na niezowodnosé systemu
wycingnnd | wnioski z obliczeid dls konkretnych wartosici n,k,
Proesesly o Jednak rezultaty liczbowe nie zawsze w sposdb
Jednoznaczny moga wskazsd optymalng permutacje . Tong w [2]_
zurdcit uwage , 2e dla %}g optymalnas permutacjs czssami
zmienun sie , kiedy wartodcei p; zmienisjg si¢ . Ponizej
preytaczam 2 pewnsg modyfikacjn (ze wzgledu na zazozenia
problemu niecingtej optymalizacji) oraz drobny poprawkn {(w
wers ji Tonga byto zatozZenie E)% sy co Jjest bigdem , gdyz wte-
dy dla k= 2 i j=k=n%k warunki (I6) i (I8) wykluczaja sig) za-
warte w jego pracy twierdzenie , ktére okazuje si¢ bardzo
uzyleczne przy znajdywsniu optymalnych permutacji w przy-

padku-k}? .

Twierdzenie 3.2.2

Niech k)? - Dla dowolnej permutacjitnﬁ(ﬂ(I),...;ﬂTn)) oraz
J<n zdefiniujmy . nastgpujaca permthCJe = (ﬂTI),...,ﬂ1J 1),
'HTJ+I)TTﬂn ﬂYJ+?),...JThﬂ) . Jezell'W(J)>]TQ+I) , to

@ olm QQ(H‘J’) ale j¢n-k
(17) Q)= QQ(H(j’) dle n-k+I{jk-T
(1) qpm ¢ QX9 a1e e

Je(,ell TF(.J)<Tl'(J+I) . -to_ nierdeoéci w (16) i (18) sa od-

wrorone . (Ir) pozoataJe'bez zmlan .
. _' 1":\}!4"; . 2 : _ .




Wtedy W mysl [2)

‘ . J+k
("Trmqmaﬂ) pnumqwm)iﬁ Mmi)”
_ Jtk+T .
’(DTT(J’J] I)Tl'(.])) m qTf(l) (qTr(J+I) qTT(:L))
(19

i=

LJI}:(“) _Qk ( .n.( J) )

q'ﬂ'(l)) P +e+I) > 0

oraz dla j:n—k'
) n
n n, {3}y _ _

Qk(ﬂ')—?lk”r ) = (qTr(j+l) qTI'(jJ) igzqn—(i) > o .
powéd dla (I8) jest podobny . Réwnosé (I7) Jjest oczywista |
gdy? wszystkie skadniki we wzorze na Qg(ﬂj zawierasa jn
Mr ) W GT) dla nrk+I$J<k—I . Kledy'ﬂ(3)<]T(J+I) , to dla
j(n-k dtrzymujemy QE(H)-QE(TTQH) { 0, w konsekwencji cze-
g0 nlerownoéc1 w (IG) s3 odwrocone . Dowéd_w.pozostalyCh |

przypadkach jest analoglczny .

- "".'

Uwaga 3. 2 I

Tw1erdzen1e 3 2.2 zaw1era lntulcag s 2e niézawodnoéé syste—

mu'wzraqta ' gdy elementy 0 w1ekszeg nlezaWOdnoé01 87 prze—

'suwane bllzeg érodka systemu . Natomlast uporzadkowanle ele-

AL

mentow na mlegscach n~k+I,...,k jest nieistotne dls niezs-

'-wodnoqc1 ystenu .

:‘.__ ’,a: S . . . v Loy

.-

wDrowadzlmy teraz pewne oznsczenia , z ktdérych bgedzie-

%(ml)]} B2

yeearig] bed_zie} 'dowolnym_ , lecz ustalonym podzia-

my daleJ korzystaé Niech SI—{1I,12,...,1[

o _}J"im:.;- ;;: S;r. 5 i ; e L A '. Tt w : o \';

-Lism.zblorua{ ,...,n Jest‘naaw1pksza llczbq calkow1tq

Ll __,-: i ". _1 l_ i “. . - s ‘ .-‘\_. y

i



(-mam"v:.'[ n*I)] (n—[ (n+'[)])! takich permutac;;I W ['1) Ka /-
demu pndz1elow1 SI,.J? odpowiada’ é(:].bll:' nkreslons klass rl

Tong w [2] wywnioskows¥ z Twierdzenis 3.2.2 , 2o dla

If);;l permutac ja ™= (TI'(I),..., T[*(n])eﬂ ktérs spexnia wa-
runek LJ] (ﬂ'x)- TIF_ln((J},(TT)) Jest postaci

Y T TR (TS )

D ey >

Wniosek: ten Jest blgdny., 8dyz na przykiad permutacja (1,5,
4,3,7) 4 ktdrs w myst Twierdzenia 3.2.I jest optymalna (a
roten w[(2,5,4,3,2)] = min(Q3(M), gdzie M3(1,5,4,3,2))

nie spetnis warunku (i) . Bxad w rozumowsaniu Tongs polegat

na formulowanux tezy ' .ae powv7sze warunki sn konieczne

(zcsmm st wy tarczagacp) do tego

Uy (T[ )-_Trl_nm(uk(m)._ S

» by byxa prawdziwa réwnosd

in{Q ()
7= il
(90) | TT*(F)) TI"‘(k+1') ) .. .) Tf*(n) |
(?L) Tf*(m—k) <m1n{" (n—-k+I) gone, ]T"([ n+I)])}
(22) Tr*(k+1) (:mn{ﬂ“ [ (n+3)]) yeeus ﬂ“(k)}
IJowou(‘a contarm) (=>) Nlech Qk(ﬂ )— %L.Ln(qk('ﬂ)) Przypus-

en
c,m.Y » Ze 1stm.e.]e JE{Is"" k} takle ) Ze Tr*ﬁ]’)“ (J"'I)'




_ L.' I‘rzypubc.my L ze J.stnle.]e se{n—k+l,...,(2(n+n]}
takle , K Tl (n—-k]) M) . Brzesz oznaczmy permutacje pow-
stal'} ZTT przez powtarzanle zamiany mlerc dwdeh kolejnych
olemontow (z kxtérych jednym jest M*(s) , drugim jest Jjeden
spnsrdd {n—k—fI,...,{i (n+1)h) odpowiednio tak ,'by w koilcu
otrzymad TT(n-k+])=Tl'*(s) . Na mocy (I7) mamy m.in(i,zn(Tf)}: Qg(ﬂr:

ﬁ wynika , ze 0 (n—k)zﬂ-(nuk)<TT(Ii—k-FI):Tf*(s) , co daje

= Q}‘_(Tﬂ s stnd 1 2z udowodnionego wczesnie] warunka (19) dle

sprzecznogdé . Udowodnilidmy wiec (2I) . Analogicznie dowo-
dziny (22) |
(&) Za¥éomy , f:e.permutacja T*el spexnia (19)~ (2?) . Przy-
pudsdmy , Ze Q}, T[*)> m1n((,.l,k(T[))— Q (T[') , gdzie Tf&n lTT#]Tx_ 2
'_pop'r_*zednled_ czedel dowodu wynika , Z2e rdéwnlez dlaﬁ' praw-
dn Jest (‘t9i-(22) . Prazypudiémy , ze {'ﬂ*(I),...,]T*(n-k)}%
;{ﬁ(T),...-,ﬁ(ri??k)} . Wtedy iétnieje te{I,'...,n—k} takie ,
4 ]T"(t)c{'ff(n—}'-kl),...,'ﬂ'([ (n+I)]} . Na mocy v."ar'unku {21)
a1a T momy TT(n—k)<1T*(t) « Zdefiniujmy nastepumce zbiory :
_1\ {QE\ .S(TT(n 1’)‘ Bé{seo;.sCﬂ'*(t)} . Z warunku (I9). od-
po_W'ledm.o dl_an 1.Tr dt'i"z"y'mil.jetﬁy , ze lal =n~k-I , I8l { n-x.
I-Iamy' te'}:-'{AU{ﬁ(n—k’)}SC B.. Zbiory A {:ﬁ'(n-k)} ‘s roztacane

.zatpm | A u{ﬂ(n—-k}“ =n~-k-¥+I=n-k \<|Bl { n~k , co daje sprzecz-
_no;, .Mamy chc _

@, n*(n-k)} —{TT(I) yeus ,mn-kJ}
!ma].ogicznie dowodmmy faktu , ze {TI"'(k+I),... ,n*(n)}={ﬁ(k+1 :
...,‘ﬂ'(n)’l . Ale wtedy , na mocy (I’?) (patrz Uwaga 3.2. I) o-

e

_trzymudemy ', ue QkﬂT

_"u (Tr")- mm(qg(m
| L Ten !

*F Qk('ﬂ') y CO daJe sprzecznos:a. . Zate*x




_'ijrm:*okwenr-n 'J.'wmrdzenla 3.2.3 Jest to , 2e w celu znale-

.. o . | .
- zienia optymalnych 13er'mutaCJ.1_system!1 K 8posrdd n', gdzie

1’)2 y Wystarczy wzind pod uwage wszystkie podziaYy zbioru
{T,.-..,n} i pordwned te permutacje » ktdére w klasach per-

mutneji odpowladajacych tym podziatom minimalizujsn QE(I[).

twierdzenie 3.2.4

Niech kMidT i W=(T(1) ..., Wl+i)) . Wtedy permutacjo T jest
optymalns dla systenu oK Sposirdd (};+.i.)" <<
3 (W@, D, T D), L T =1, . .,2i}

) AT @, @), gazie Tm=mm, oL Fo =,

ﬁ(i.-i-T):Tr(k+ 1,... ,ﬁ' (2i)=T{k+1) jest permutacjs optymalnn

. .. U
d1o systemu e sposrod 21 .

_I‘ownc] (*-)) Lla }')1)3[ w mysl wzoru (2) (wtedy k}——-] mamy

: k+} - - e
(95J (T”“ Wy e P () ey e IrreDy*

e pmn WD W T Ggian e g
(qTrm qrnn*"mnﬁfr(m" IO I ey e

pmnthn v O eeiy ) = qlT(HI) q'lT(k) "9 (“J’
- g’dz.w »g" (Tl') dotyczy systemu zXoZonego z elementdw TT(I),...,

Tl'(l] TT(k+T),...,Tl'(k+1) rozwazanego systemu . Niech permu-

En brdzie optymelns dla systemu & sposréd (k+i)'. Przesg

R ozhpezmy klase permutacji W, dia ktérych {'ﬂ'fi-i-I),...,TT(k)]-

{'ﬂ' (Hﬂ’“,,'ﬂ (k)} . Wtedy_ oclzywiécie qn'(iﬁ[). ‘.qTT(k) =

: q]TI :[1+I) --- an(k) Permutac,ja ]—

Jako optymalna spel~ﬁ;




v i L
w5 lTTI .Ir;éréca (1T) ,

S

Ptuvv na mncy () 1 okreslenia klasy R rdwnowazny jost wa-
nml’ow _

’}".-:‘j'(ﬁ' Y = min Q?l(ﬁ) .

T Trer

Gtréymujnmy stad (24) . Przypudémy » 2€ istnieje se{i+T,
k} takie , ﬁe]TI(i)>]T1(s) . Przesz2 oznaczmy permutac jo
nowatantn 3 ﬂ& brzez powtarzenie zamiany miejsc dwdch kole j-
nych elementéw (z ktdrych jednym Jest'ni(s) , drugim jest
Jeden spodrdd {i+I,...,k}) odpowilednio tsk , by w korcu o-
tv?ymaéfT (i+T)=Tr(s) « Na mocy (I6) i (I7) mamy Q§+1(HI)
= qi+'(n' )>(4 %TT(L] . co_dgje sprzecznodd z zaYozeniem s
optyma1n03011TI . Udowodhiliémy w ten spdsdb , ze‘H](jJ <
<1n1n{r'(L+T),...JT (k)} . Oczyw1501e q -ﬂTI): min Q§+i(ﬁj

Teln

s poistawie (19) ostatecznle otrzymuJemy ,» Ze

(26) (I)(Tr (2)( (Tr (1)<mn{lr (i+1),...,TT, (x))

Fodobnie dowodzlmy faktu , Ze
(2?) ¥ (k+1)< (TT (k+1)<mm{ﬂ‘ SR NS

Cdyby Ptoras z llczb I,...,Zl nle lezala v zblorze{Tr (I]
Tr tl) IT (k+I),...,TI' nr+1)}

,_wtedy lezalaby W nim jed-

ng spodrdd 21+I,.,.,k+1 ’ gdyz rozwazany zblor ma dokladnlf

?1 elementdw . A poniewasz pierwszs =z rozpatrywanych lieczb

bytaby mniejszas od drugiej , wiec otrzymalibyémy Sprzeczno:

z (26} lub (27) . Oczywistym jest wobec tego fakt (23)

(¢=) Niech “-b°lee permutacaq , dla PtdreJ prawdq Jest (2

i oo . Ir?ypuawmyvy

,_]F' optyma‘[na -permUtacga .n.*tak




.]a_nch v)p 111' (Tr(t),...,Tr(H?)) . Wtedy perhiutacja'TT Jjest
.f 0ptyma1na“d1a yotenu k spodrdéd k+2" & fﬂ(T) ]T(Z)'T(k+1)
CWe)) e {(1,4,3,2),(2,3,4,2)}

LowGd. wWniosek ten wynika bezpodrednin z Twierdzen 3.2.4 1

30]—0,‘}_ -

rrzygggﬂ J.2.1

Lln ryntemunj sposrod S"Optymalnymi sn permutscje (X,4,5,3,:

(2,3,5,4,1)

PI'Z_YI{:IBL'] 3- 2.2

]

Tla pystnmu'ﬂ_spoérdd 6"istnjeje 2(6~4)1=4 optymslnych per-
mutacji « S to : (1,4,5,6,3,2),(1,4,6,5,3,2),(2,3,6,9,4,1)
(?,3,5,6,4,1) . Ogdélnie , dla systemulﬁ sposrdd K+2" s

gdzie”k)Z_,_ispnleje 2(k-2)! optymaslnych permutacji .

_Uwaga 3 2 3

INEE
Prob19n n1e01jgled ptymallzacal systemu k- spoérod n" , &dy

<P<n- 5.na podstaw1e Tw1erdzenla 3.2.4 redukuJe sie 4o

tegoz problemu_dla systemu (n—k) spoarod ?(h-k) {n-k»1} .

-t

Zatem celqwe;aestxrozpatrzenle systemowul aposrdd 2i" , £dzi

2N




i

: :?Hlkhtﬁt

SRR L Ty Boowiiodhren AL i

W -!m.ysl.:ljwagl 3 23 za,]mt.émy“vlc syqtemmm 1 ‘“[)ObI‘UlJ
.'?__{I“,I[WZy czym hedz 1emy rozpatrywac przypadek i3 (dla i=p2
pr‘lc)hl,n._m roz.'strzyga Twierdzenie 3.1.2) . Dla tych systemdw
prawxdziwe o9 fakfy_,'ktérych dowdd jest podobny do dowodu

fwierdzaed 3.2.2 1 3.2.3 .

Twisrdzenie 4.1

Niech'ﬁ=(TT(I),...,H(?i)) . deZeli.TTLji}]T(er) , to
(79) f_e?i('ﬂ)> in(“('j)) aia j{i
e QP MUY ate i .

Jozeli Tr(J)<IT(J+I) , to nierdwnosdci w (28) , (29) sq od-

\*;Y‘(!(‘OI]O »

TWLerdzenle 4 2 - . ;%>
Hiech T (IT'(I),...,TI*(Q;))&H . Wtedy Qii(ﬁ*): T?i_%(ufi(“nx\
& '

(aq)_. T*(I)(ﬂ*m( <1T'm
_ (BI) “*(1+I)>n*(1+2)> ...)“*(21) .

B haty ]

N . formulu.]emy teraz warunek konleczny ng to , by per-
mutac,JaTr (]T(I),...,TT(?:L)) byla Optymalna dla systemu i

spoﬁroﬁ ?1

Twierdzenie 4.3

Jezeli permutacja = (“(Il,...,Tf(21n Jest optymalna dls sys-
temu i sposrdd 2i ", to‘ nie' .jest spetniony zZaden z wsrunkdw
S (g2) T m( m:z;.mr(z) ( ’mal-m SRV [}




';ﬂnalozmy | zeTT f“ft),...;“(?l)) jest op-

:'ftymn1na d]a 3y°temu i spoarod 21", Pr7ypuaam? , 22 jest'

' 'upﬂ?nnonv warunek (3“) . Dla permutacji'n(l] mamy

{1)

-

(TT ey -e-Top (i—I)qir(i+1)+[plr(1)‘1m2)""

M- IMGED IO ™ P E-D 9T+ D IT Y o M (2ie
PR+ ITE) AMG+2) 0t T ei) -
Wyrarenis w [ ] oznaczmy przez v . Wtedy

97U = ageny T G ST Y Py 9TGery -
e
QI'AZ
20 i)y ..
(TU ) =(ag ey ~Qy (a1 (qrr(n ALY TP o0

‘“‘-*r'r(:m)* e 'qn'fz-i)) .

Na pod&tawle za&ozenla w d0w0d219 marmy Ur(z )>’qﬂ121) R

'_qrr(?)>“rr(2:.-t) ’""qml 1)>qTr(1+2) O (i) ) Im(ie + O-
3 trzmeJnmy °t1d latwo ,.ze qn(l) q“11+1)> 0 orzz po wymno-

annlu utPOHQNl kolegnych (1 I} nleréwn0301 i odpow1edn1m

przokstfaIcenLu otrzymaneg nlerown0301 y <€

M T G- T T TS 2 O -
wynika stad , ze Q?*_l(n)-qgl(]'f (l}) > 0, 2 wigc T nie jest
optymalns , co daje sprzecznod¢ . Zatem warunek (32} nie

mnze by¢ speiniony . Podobnie dowodzimy

_(33]'.

y 2€ nie zachodzi

*

mujemy takt snalogiczny do




*;ﬁoéuazmy uyatnh 3 apodraéd 6". Nle mus imy poréwnywaf WSZYS
;klrh 6'w;§bhbermutaogl .'w mysl Uwagl 4.7 wedimy wszys tPLe
“monliwe podg;aly SI={11,i2,i3} y Sg={i4,is,i6} zbioru {I,...,
6} . Na'poastawie Twierdzenia 4.2 kezdy podziai wyzhacza
dokkndnie.jednq permutacjc'n¥ ’ dlé ktére d Q%(]T*)=
= min(qg(TT))Ujjest klasq permutscji odpowladajncn temu po-
d%izgzwi) . ﬁa podstawie {30} ,{31) *atwo otrzymujemy , Ze
jeeli permutscjs Il jest optymalna , to IeﬁT(I);ﬂ(6)}

Uwngn 7.1 pozwsls nam ograniczyé sip do tych permutacji ,
15 ktérych TM(I}=I . W rezultacie zostso nam do pordwna-

! nis (2)=T0 permutacji . $3 tolni:(1,2,3,6,5,4);szfI,2,4,
6,5,2),W,=(1,2,5,6,4,3),1,=(1,2,6,5,4,3) ,W;= (1, 3,4,6,5,4),
M= (1,3,5,6,4,2),T,=(1,3,6,5,4,2) , Tlg= (1,4,5,6,3,2) , = (1,4,

6,:,,,?) ﬂ' h(i;5,6,4,3,2) . Dalej , na podstawie Twicrdze-

I
nia 4.3 zbidr rozwaZanych permutacji redukujemy do zbioru
(ﬂg,ﬂ%,T%,ﬂ"W 0} . Okszuje sig¢ (pstrz Tabtica I}, ze dla
;Pa/dOJ permutacgl Z tego zbloru 1stn1eJq takie wartodci

ql,...,qs » dls Ptorych jest ons Optymalnq permutacgq roz-
_WQ?qnego qjstemu . Oczywidcie podobnie jest dla permutacji

symetrycznych do T JT IT TT ﬂ- . Rozwazany zbidr uzupeil-

niony o permutadjeisymetryczne oznacamny M3 + Mamy IM3|210 .




g
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wg

0 4.3

K%guﬁontujqc Jak poprzednio , dls systemu 4 sposrdd 8"zbiér

rUZWaﬁnnych permatac ji ograniczymy Jdo zbioru : {(1,2,3,8,

7,6,5.4),(1,2,4,8,7,6,5,3),(1,2,5,8,7,6,5,3),(1,2,6,7,8,5,

4,3), (T,2,6,53’7’5j4,3)'(1’2’7}836)5,4,3) ;] (1,3,4’8,756’5,2) ]
(T’j,.qjﬂ”l?'}cjl?’g)!(113’-63738!51412) ? (I13)6!8!7’5,4I2)’(I!3’

[ogt

8

'[t !j}p) !(I’4 36!7)8!51312)’(1!4!6!8!7?533’2)’ (-‘[14!5!\718)36_’
T 3 6

'}’?) ] (T‘j{j ’6 ’738)413)2)!{I’SJG’B"?IIIIB!:)')’(I$9’7’8!61{1’3!2) '

(1,6,7,8,5,4,3,2)} . Zaten lmql = 2507 = 42 .

Miech dls i>3 zbi ér Mi bedzie okredlony podobnie Jak
tn, . To znoczy - jezeli W={M{1},...,M(21}) , to
e M, & (30)A(31)A n(32)A v(33)

Irzypuszczenie
Niech M={T(1),... W (21)) . JezeliTleki; , to istniejy takie

wartodci qI,...,qzie(O,I) , dla ktérych T jest optymelna

. o . Ml
d]a.systemuul spoarodd 21 .




._27.._

Uwage 4.3

ﬂfﬁumontujjc Jo¥ poprzednio , dlas systemu 4 spodrdd 8"zbiér
rozwaianych permutascji ograniczymy do zbhiosru {(I,?,B,S,
7,6,5,1), (1,2,4,8,7,6,5,3 ,(4,2,5,8,7,6,5,3),(1,2,6,7,8,5,
4,3),01,2,6,8,7,5,4,3),(1,2,7,8,6,5,4,3),(1,3,4,8,7,6,5,2),
(1,3,5,8,7,6,4,2),(1,3,6,7,8,5,4,2},(7,3,6,8,7,5,4,2),(T, 3,
7,0,6,5,4,2),(1,4,5,6,2,7,3,2),(1,4,5,7,8,6,3,2),{1,4,5,8,

7,6,3,2),(7,4 ,6,7,8,5,3,?),(1,4,6,8,7,5,3,?_),(1,4,?,'7,8,6,

1

: L=

’3,? ,(T,S,(J’Y,ﬂ,é,j,E},(1,5,6,8,7,4,3,?},(I,‘)—,T,B,G,ﬂ 3:2) )

(r,e’],',«‘,a,ts,xx,a,z)} . Zoaten lr-.-14| = 22T = 42 .

lech dle i;? zhidp Mj bedzie okredlony podobnie jak

1 iy - To znsezy - jeze1i M={M(1),...,TT(21)) , to

Me 1, & (30)A03T)IA n(32)A w(33)

M
3

Frzypuszczenic
Niech W=(N{T),...,W (1)} . JezeliTleli, , to istniejs takie
wartosed qq,...,9,;€(0,I) , dis ktéryeh T jest optymolna

" . o L
ala Systemull spoardéd 21 .
1
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